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Inleiding
Gebeurtenls E kan optreden op tijdstippen tq,te,...;Ta,gftr tr 4

(voor r=1,2,...,) wordt als stoch.var,beschouwd. TysTos o-e onder-
ling onafhankeli jk, en proces stationair.
P.{7T <t} =F(t) met F(t)=0 voor t<0

+co

E(v) = / t ar(t)<ee.

Kans, dat gedurende t na w.m, (willekeurig gekozen moment) E niet

optreedt = e 2J; f1-F(2)} daz.

Bewijs: Deze kans = tijdsinterval per tijdseenheid gunstig voor
keuze van w.m, Per tijdseenheid T gemiddeld T/E(T) gebeurtenissen
E, die optreden op t1 t2""’ /Eg Hieronder gemiddeld

dF(x+t) intervallen T, met engte x+t 5T, < x+dx+t. Van ieder

géz rT, 1s deel x gunstig voor keuze w. m.
K=o

Dus kans = /E(<) [ & aR(x+t) = f 1-F(z))dz.
K= Zub
Volgt: Elementalre kans, dat E voor eerste maal optreedt op tijd-
stip tussen %t en t4+dt na w.m. = -dt x afgeleide van bovenstaande
1-F(t

kans naar t, = —iﬂéﬁl'dt'

Cond. kans dat wanneer op w.m. laatste E een tijd = geleden is,
eerstvolgende E nog minstens t duurt = verhouding aantal — = t+7
en aantal T _>7T, du. - 1-F(£+7) v

r 1-F(7)
Volgt: cond.el. kans dat wanneer op w.m, laatste E een tijd T ge-
leden is, eerstvolgende E binnen 4t optreedt =

1-F(0+7) _ A=F(at+t) _ _4F(7T)
1=F(7) 1-F () 1-F(T)
Houdtijd- en oproenverdeling
Groep van ¢ abonné's en groep van n 1lijnen (c:»n), volledig toeganr
kelljk voor ledere ab. Indien een ab. een oproep maakt en er 1is op
dit moment minstens één v-ije 1* '~ dan volgt ogenblikkelijk e&n~ 
bezetting van één der vrije .iL,nen.




(1%)

(1®)

2.

De oproep heet geslaagd. Zijn er geen vrije lijnen dan volgt geen
bezetting; de oproen heet mislukt. Een ab. kan alleen dan geen
nieuwe oproep maken, indien bezetting, volgend op zijn vooraf-
gaande oproep, nog niet be&indigd is, m.a.w. indien hij niet

vrij is.

Duur 7= van de bezetting (= houdtijd) wordt als stationaire stoch.
var. beschouwd. Verschillende beleggingsduren van één zelfde ab.
onderling onafhankelijk.

P {r, <t} =B, (t); B.(t) =0 voor t < O enalle i =1,2,..., C.
r IL_‘_oo 1 1

Hiq£ /‘ td.Bi(t) < o voor alle i,

-0
Tijdsinterval Gi(q) tussen einde bezetting en eerstvolgende
oproep, beide van ab. i wordt als stat. stoch. var. beschouwd.
Deze tijdsinterval onderling onafhankeli jk.

Prifi(1) <t} = Ai(1)(t); Ai(1>(t) = 0 voor t < O en alle i,
ar [
Ki(” = [ tdAi(”(t) < w voor alle i.
‘:'00
Tijdsinterval 01(2) tussen mislukte oproep en eerstvolgende
oproep, beide van ab. i, wordt als stat. stoch. var. beschouwd.
Deze tijdsinterval onderling onafhankeli jk.
p o (2 <1 2 a @y, 4 (2 (4) 2 0 voor t < 0 en alle i.
rti +oo i i
ar
Ki(z) = / t d.A§2>(t) < « voor alle i,
Cond. el. kans, dat wanneer op w.m. ab, 1 vrij is en zijn laatste
oproep geslaagd was, hij eerstvolgende oproep maakt op t + t+dt
_ At g, (1)
na w.m. = EfTTT {1 Ay (t)}
i
Cond. el. kans, dat wanneer op w.m. ab. 1 vrij is en zijn laatste
oproep mislukt was, hij eerstvolgende oproep maakt op t <+ t+dt

_ 4t - (2)
na w.lle = E_TET {1 Ai (t)}.
i
c-1 Af ) .
Pali = kans, dat wanneer ab. 1 een oproep maakt, hij alle n

lijnen bezet azantreft.



Volgt:

(1°) cond. el. kans, dat wanneer op w.m. ab. i vrij is, hij zijn
eerstvolgende oproep maakt op t % t+dt na w.m. =

87 2R s, (B () — 18T 1a, D (010,

Fundamentele veronderstelling voor verliesproblemen:

ab. wijzigt zijn oproep verdeling niet, indien oproep mislukt
(mislukte oproepen worden niet herhaald).

Volgt: Ai(1)(t) = Ai(z)(t) voor alle i.
 af 1 1 . .
5. = = = gemiddeld aantal oproepen van ab. i
i x ) T F (2)
i i
per t.e, van de tijd, waarin ab. i vrij is.
S; = gemiddeld aantal oproepen van ab. 1 per t.e. van de

totale tijd.

-1 _ ., (2) Lc-1 (1) _pe=1
Volgt s, = K P . o+ (Ki +hi)(1 P-TL),

nli nli
waaruit -
t _ a c-1
s;' = si{ 1 ai(l Pnli)} ,
met ar
o = Sihi = aangeboden verkeer van ab. i.

(1d) Cond. el. kans, dat wanneer op w.m. ab. i vrij is, hij zijn eerst-

volgende oproep maakt binnen dt na w.m. = si' at.

Tenslotte uit (2):
(2a) Cond. el. kans dat wanneer op w.m. een lijn sinds een tijd 7 door

ab. i(bizet is, deze bezetting eindigt binnen 4t na w.m. =
aB. (7T
i

= 1—31315 y

Afleiding gegeneraliseerde Engset-formules.

P,y eeesh, (TqseeesTy), vOOT O < X S 1, 21 kans, dat op w.m. ab.'s
1 s © o

no. 11,...,K ieder een 1lijn belegd hebben sinds resp. een tijd

X

<Tygeney < Too liE{ 1,25c00sC 1 Ay # Aj voor i # j.

Deze kans abs. cont. functie van 71,0.., T_ e

X



a)

(3)

b)

Dus bestaat de kans dichtheid p (T, yecayT,) =
?\,1oo~7\.x 1 X

X
= s P (7,,c0.,7.) bijna overal,
5T1...5TX Aﬁg.,lx 1 b4

art
P, = kans, dat op w.m. alle ab.'s vrij zijn.

Veroncdersteld wordt stoch. proces van het bezet zijn van x lijnen
van de bundel is stationair.

Op wem. ziJ geen der lijnen bezet. Deze toestand kan ontstaan zijn

uit een toestand At vroeger met

1. ook alle lijnen vrij, indien tijdens At geen oxnroep wordt
gemasakt;

2. één 1lijn hezet en waarvan bezetting tijdens At eindigt, terwijl
geen oproepen gedurende 4t ontstaan;

3, met meerdere lijnen bezet, die alle in At vrijkomen, terwijl
geen nieuwe onroepen verschijnen, etc.

Er geldt:
o . @ d By (T-A7)
_ - ot - 1
P, = (1-4t Z o?\‘) D, + 2 f px.(T AT) AL T e o(a t),
i=1 i i=1 i Al
i
T ==00
waaruit voor 4t - O
i Z sy = 2 /‘ D T) = .
B N R Bxi(ﬂ

Op wem. zijn ab.'s R1,..,,XX bezig sinds een tijd gelegen tussen

resp. T, T T,+dT ,...,7T, = 47 (v, > Oy, > 0). Deze toestand

1 o X 1
kan ontstaan zijn een toestand 4t < min (11,.,.,7X) vroeger met
1, dezelfde ab.'s bezig (geen dezer ab.'s eindigt gesprek, noch

maakt een der vrije ab.'s een oproep) ;
2. x+1 ab.'s bezig en é€én eindigt bezetting;
3. verschillend van sub/ 1 en 2, echter niet met x-1 bezige ab.'s
.

en oproep gedurende 4t, wegens O < 4t < min ETﬂ,...,T
Er geldt:

X

p}\- oo.?\'X(TJl"‘o’TX)dT1...dTX =



c x B, (7;)-B, (7,-4%)
(=2t = s ) 0 [1-—= (1)
i=x+1 71 1= 1-B, (7.-4t
B, (s
Pr ek (T4~ 8ty ee,T ~At)dr, oodr
c oo
+ i=§+1 [ pk1,o.o,xx,li(Ti—At"°°’Tx-At’Ti)
T, =0
* a B}\ (7. —-At)

AT, oo+ QT L1 ""’”1‘3‘{"{"’th At)d'r Y

voor O < x < n.
Voor A4t - O en O < X < n:

b.0.

(L) (_“_ Fooodt 5%») Dy 5 (r1,'..,rx) ==
X X

c : X i/dTi} ( )
-ii”E S W 121 1B, (% Physeeniy TpoeerTy

i
c @ d BA (7,)
+.1_2 / Paeeciny 7\('”1"“’”5 1T5) 3 BA( DN
T.=0
tBy (7y)-By (73-4%)
Bestaat lim = Atl niet, dan indien 4t - O,
At~0

b.n, X
a
T, +ycce,T_+)= I s
W oy, (G oTyt)= L T—'—'B‘i"‘(‘ff‘i':‘)'
i
- - <
) px1" B’XX(T1 seees Ty ), (0 < x s

Voor X = n
b.0.

A (TyreeenTy)
2 Bxi(ri)/dw.

(4°) <-a-f-3-;- T ;i—;) D,

1,.00’

z

i=) 1

(L) en evenzo (4%) stellen elk (;) verg. voor.

n
In totaal Z (;) = 2% onbek.
X=1

1
1-BK,(Ti) Px ,-°;9K (T1’.'°’T
1



6.

(c) Bezie nu int. 4t voorafgaand aan w.m. waarin een ab. een oproep

maakt. Vanwege symmetrie van P

A o..AX(T1"°'yTX)9 mogen we

1
ab. AX hiervoor kiezen.

Zr geldt voor 1 < x £ n:

p?\”[ ge 0 ’Ax.—-‘i 97\}{((5" 9 ¢ o0 9TX_1 5@At)d‘r1 e o .dTX")‘ At =

= S)\. At P?\.,lycaoy?\, ] (T,‘ "‘At,ooo;‘fx—At)dT1,occpdTX+O(At), 0 < B« 1.
X=-

X
Dus
_— 1 <
ij,.,.,xx(f1’°°°’Tx-4’o+) = SAX PA1,...,AX_1 (T)seeismyy)s 1cxsn,
5){ ‘
P, (0+) = 5%, Por
Normerings voorwaarde
n c co @)
lao'l"x%q A P 7\ ceo0 e pxﬂyetchx (Tj,cocsTX)d.TchoodTX:
- 1yu00y X T:_ th—
00 (oo}
1 X
¢ c
b gtelt voor sommatie over alle (X) comb.
x/i,.‘o,)‘x

Ajsoecsh, met A, € {15250005C}

Uit (LP) en (4%)

(6) Pxﬁ,.,.,xn (Tﬂ’°°°’Tn>:FK1,.,c,xn(T1—T2’T2_73’°°"Tn~ﬁ"Tn)‘

7 { (t,)}
. I {1-B, (7.
i=1 Agit

waarin FA

‘—Tn) een nog nader te bepalen
i

~ ‘T.=T oecsT .
,ooa’/\.n ( ‘] 2’ ’ n-=1

functie.
Uit (6) en (5) voor x = n:

(7) px1pooagxn~1g7\n (71"°°’Tn—1) -

Fx,i se00s ,Kn__,] y?\n(T1 ~T29 °ec ’Tn—2~Tn~1 ’Tn—-’l ) n-1

1] - ]

s i=9 i
A

n



7.

vit (6), (7) en (L) voor x = n-1

(8) Efi; f% FA1,...,An_1,An(T1_T2"“’Tn-2_Tn-1’u) =
S g s, F (T, =ToseeesTp_n=T,_, sU)
S An j=n Xi A1"“’An 1,1 1 "2 n-2 °‘n-j
o o
r 2 ig B gy oy (AT T A By ().

Hier staan c-(n-1)verg. Xne {1,2,...,c8; An # 11,...,1

n-1°
af
HAn(u)== F%1,..O,A (T1-T2"“’Tn—2-Tn~1’u)'
Uit (8)
5 H}\ (U.) ka(u) c c oo
(9) 5z B% = - — D f Hy (u-v)a By (v),
Ak Ak i=n i i=n J i i

voor iedere kein,n+1,,gn, c}.

k en te {n,n+1,..., c}.

(7%) vit (7) i, (/5 = (W g0,

4

Dus uit (9)
o]
3 ¢ S :
(10)53 B, (uv) = - Hy (u) 2 si'+ ]' Hy (u=-v) .2 sy 4 BA.(V).
k k i=n i 3 k i=n i i
Part. int. geeft:
(00} o0
2 m (w) = [ & H (u-v) 5 sl a By (w)
3 Ay = 57 ~ A A W/
3 1= 1 W=v 1
ar 4 ar ¢ T
(1) Bw= TG B W 5 RWM= 3 e [ ap (.
i=n i J i
w=v
Volgt:

E(u)= - f E(u-v) R(v)av = E(u)= - f E(z) R(u~-z)dz.
o

~-=00



Tweede middelwaardestelling

u
E(u)= - R(0) J E(z)dz = R(c) 7 E(z)dz
-2 =0 < & < U
u

(12) B(u) = -r(0) /E(z)dz.

Uit (9) en (Mf) volgt [E(u)l < M < o
Uit (12) |B(u)l < R(0) M(u-£). Dus uit (12)
p)
B(w)] < m(o) w EE | L jp(w)| < MEED pagg),
Volgt E(u) = 0,
Dus (zie ook 72). Hy (u):si D voor k = n,n+l,e..,C.
k k

(13) Dew.z. FK1,°. 2 ln(T1-T2"°"Tn—2-Tn—ﬁ’Th—1_Tn) =

°9 n_/i?

oat - - ;
= 8y Dk1,..‘,k (71 ToseeesTy o Tn?1), waarin

n n-1

D, A (ecesecep...) €en nog nader te bepalen functie.
12000 n

(14) Uit (6) en (13) 2, (T e,
seneshy

) =

n—1

I {1-B, (T.)}.
R

—DM,...,A

Zodat uit (5)

(T, =T npeeesT_o=T__, )s) {1-By (7_)}
=1 1727 *'n=2 "n-1 An. An n

PAysoon st (745 eesTyq)=Dy yeee A (T4 =TpseeesTpn o~Tr_q)

> 'n-1 1 n-1

7 { (7.0}
a 1-B T. o
i=1 Ayl

Subst. hiervan in (5) en (L) voor x = n-2 leidt tot een diff-int.
verg. van hetzelfde type als (8). Zodat het procédé zich herhaalt.
Tenslotte wordt gevonden

C I sy {1—31.(71)}, 0< x £ n.
i=1 i i

' (T, 5000sT
(15){1%1"“’75: 1 x)

p.=C
Dit resultaat volgt gnk rechtstreeks uit (14) op grond van
symmetrie overwegingen.
(15) is zeker een oplossing van (3) t/m (5). Of het de enige is,
' dient nog te worden aangetoond. ‘



9.

Zij q kans dat op w.m. ab.'s A, ;..c,A_ ieder een lijn
%1,,..,1 1

% X
bezetten, dan co -
qx,lyoco,).:x: qu"ﬂﬂ,xx(w,.°.9w)=\/\..a.v[ px'i’.h.,xx((rl”.c”'rx)
T T
d"r,lootdfrx
X
=p, T by si , 0 < x E n,
1=1 i i
Vanwege
oo 00 o0 t 00
/ d’ri/ a By (t) =/ d By (t) [ d'ri=/ taB, (t) = hy .
* + T,.=0 t=0 + t
Ti=0 '[',::Ti t=0 1
X ar
Uit normeringsvoorwaarde, indien [ hx si = 1 voor x = O,
i=1 i i
L 1 N _
Po= ™ c X q%1,...,AX -
P Z I hx s'x
X——'O xl‘,a-c’lx i=1 i i
X 1
11 s
_ i=1 h7‘i Ai
T n c X
Py P I

X=0 A1,...,xx i

P§ kans dat x van de n-lijnen bezet zijn

X x
z a s'
?\‘ § o0 0 ’?\- i=1 hxi 7\'1
Py = = = (x=0," n)
b4 n c X ’ =0,1,0¢050),
P z Z h s’
X=0 7\‘1 9800 ’}\X i=1 ?\'i )‘1
px1""’kxlj (T1,«~:TX)GT1.'»GTX is cond. el. kans, dat wanneer

op w.m. ab. Jj vrij is, ab.'s K1,.,°,AX ieder een 1lijn belegd
hebben sinds resp. een tijd Ty T T1+dT1,..=,TX ;TX+dIX,

(3:1,2,..,-:,0, ?\-i % jy 7\- 62192’¢ce;0} 9 X=192’-noyn, j iS geeﬁ

variabele).

i



(16)

10.

Voor px1,°c.’x s (11,..=,T ) gelden de betrekkingen (3) t/m (5)
X

met dien verstande dat overal ¢ door c-1 vervangen moet worden.
Volgt oplossing is analoog.

Derhalve x
I s'

. _ 2y Ay (%=0,1 )
7\1’°°°’7\le n 1 X s sl sgescey s

= = o hy sl

X=0 7\1 5¢ 0 ,7\ i=1 i i
Taarin g, A, cond. kans dat wanneer op w.m. ab. j vrij is

195:)09 |J

de ab.'s 11,eco,kx ieder een 1lijn bezet hebben. (Voor x=o ic dit

de kane op allc lijnen vrij).

Volgt voor kang pC dat wanneer op w.m. ab. Jj veij is, er

IJ
X lijnen bezet zijn.
C"’Ji Pis
z a g
C__,;l 7\.,] yoao,?\._({,. i=1 h?\i Ai
PXIj = n C—jl X , 9 ?\-i :lé J’ (X=O,1 ’uno,n)u
= Z yig s
X=0 7\.1 ,n--,?\.x i=1 I]?\'i Ai
P;TE is de oproep congestie voor ab. J.
Volgt uit ggg. oy ? ax.
z =
Mysee sy ist 1-ay (- 5 l7\.)
’DC 1 - 1 ... 1 PN A £ 3
“nlj n c-1 X axi i ’
= P n - ey
X=0 7\'1 9 8 ¢ o ,?\'n 1:1 Jl.'ax ( _Pnlx )

(16) stclt ¢ verg. voor, in de c onbek. P j=1,2,...,c, die

nlJ ’
zoals uit hun afleiding volgt, €één en slechts één opl. O < Pc|; <
pC~ 1

hebben. Bij gegeven oy (i=1,...,c) zijn dus de ol 3

te bepalen,
We kunnen schrijven

c X ali
= I
A A i=1 1°‘x (1-pC71 )
o Mreeeiy iy
PX: - o = a)' 9 X=O,1,...,n
s b> i b
X=0 Kﬁ,ec.,xx i=t 1-axi(1"Pnlxi)

(16) en (17) zijn de gegeneraliseerde Engset-formules.

1



11.
Bijzondere gevallen.

1. Iedere ab. levert hetzelfde verkeer (OCi= o voor alle i),

c- 104 n
("t e ; 1
c=1 _ T 1=0(1-Pr]l.i o .
"nlj T Tm o X ’(Pnlj onafh. van jh
D
=0 1-—oc(”s—Pn’j)
X:O 1 neo,n
gc) o X sty sdds
o e (r-p)
PO = e e e AL
X n x .
(04
z (D : .)c__ﬂ)}
= ~a(4=2"7 %
X=0 1 i n|3

Dit zijn de formules van Engset.
2, m subgroepen, c, aantal ab. 's in subgroep k. Ab.'s behorend

tot subgroep k¥ alle zelfde verkeersaanbod oy
c © ¢ C
ll, e

Pn)k oproep congestie voor ab. van subgroep k.

£,
n m cj—akj ocj J
2 ’H ( f . ) { { U1 gece ,cm} }
Pc1 yeuesCo ) §:,.c.),.-.321 | J 1--ocj 1~Pan
nfk n X m c '—akj ocj §j
2 §2 .H,l( J§. ){ CipoecesC }
x=0 £=0 J= J _ m
o K # j X
waarin @k. = voor . J E =& +..4¢_en Z een sommabie voor-
J 1 k=3 1 m E=o

stelt over alle gehele niet-neg. waarden van {-'1, 52""’§m’ met de
restrictie £ = §1+...«§ .

m
01,...,Cm
PX kans op x bezette lijnen.
x m c. X, §i’

g:O j: j _ - o o o m
PC1,Qno,cm _ 1 aj{ 1 Pl’llj } .
© n X m cj Oéj Ej

x=0 =0 j=1 -0 §1-P 1 ’Tm

3 nlj



12.

c
3. ¢ >0, s8; » 0 voor alle i en 1lim X ay = A,
i=1

bijve o = ZT?;TETN , met m:>fi(0) > O.

Er geldt
c X X c b4
A A
) z '\ igw %y~ X () =57
1’00»,X =
Zodat uit (17)
X
A*/x!
Fi = 2 n *

1+A+ %-!' +onu+ E’i‘

Dit is de formule van Erlang.

Voor ¢ - o en 8y = O voor alle i zullen de individuele oproep-—-
verdelingen van de ab.'s aanleiding geven tot een resulterende
oproepverdeling, die afhankelijk is van de elgenschappen der
component verd. Voor ieder element der klasse van resulterende
oproepverdelingen, geldt de formule van Erlang onafh, van de
houdtijd-verdeling. Tot deze klasse behoort de neg. exp. oproep-
verdeling.



